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Resumen. Se desarrolló y validó un modelo matemático unidimensional para simular el flujo vertical 
del agua en suelo no saturado. El modelo utiliza la ecuación diferencial parcial de Richards que 
gobierna el movimiento del agua en suelo, expresada en términos del potencial matricial (capacidad de 
absorción de agua) como función de la profundidad y el tiempo. Debido a la dificultad de obtener 
solución analítica de esta ecuación, los métodos numéricos aparecen como la herramienta más 
eficiente. En la aproximación de la ecuación de Richards se utilizó el método de diferencias finitas, 
imponiendo condiciones de contorno de Dirichlet en suelo isotrópico y sin pendiente. El dominio fue 
divido uniformemente y se emplearon cinco mallas diferentes con la siguiente cantidad de nodos: 31, 
61, 121, 181 y 241. Los pasos de tiempo utilizados fueron de 1, 5, 10, 20, 30, 50 y 100 s. La 
aproximación se basó en un esquema modificado del método Crank-Nicolson; además, dentro de cada 
paso de tiempo se incorporó un proceso iterativo de refinamiento del potencial matricial, que finaliza 
cuando se cumple la condición de tolerancia impuesta de 10
-9
. Se analizaron los resultados a dos 
tiempos de simulación: 3 y 24 h para obtener el perfil de potencial matricial. El primero se usó para 
verificar convergencia y estabilidad; el segundo para comparar con resultados de la literatura. Se 
encontró que la aproximación realizada es convergente, estable y muestra equivalencia con los 
resultados de la literatura prediciendo la posición del frente húmedo con una exactitud mayor al 1 % y 
prediciendo los valores de la humedad en la posición del frente húmedo con un error menor al 40% y 
menor al 0,1 % en las demás posiciones calculadas. Estos valores de error en la posición y humedad 
del frente húmedo son significativamente menores que los calculados a partir de los valores 
encontrados en la literatura. 
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1 INTRODUCCIÓN 
El estudio de la contaminación del suelo es relativamente reciente, el mayor esfuerzo 
estaba concentrado en el estudio de la contaminación del agua y aire, debido a que la 
contaminación es más evidente que en el suelo. Lamentablemente, esta nueva orientación en 
la investigación científica surge luego de comprobar que el uso indiscriminado de 
agroquímicos estaba afectando el suelo y consecuentemente la producción alimenticia 
(Fontúrbel et al. 2004). Los investigadores observan que los agroquímicos ingresan al suelo 
bajo dos formas principales: solución acuosa y de granulados aplicados directamente al suelo. 
Algunos estudios realizados demuestran que entre el 40% y 90% de la contaminación del 
agua superficial en campos agrícolas es debido a la manipulación de agroquímico, por 
ejemplo, derrames en las operaciones de llenado y enjuague de limpieza de equipos de 
pulverización, creando un alto riesgo de contaminación del suelo (De Wilde et al. 2009). 
También, se ha visto que los agroquímicos aplicados de forma intensiva en el suelo pueden, a 
través de un proceso de lixiviación, contaminar aguas subterráneas (Keesstra et al. 2012). 
Desgraciadamente, las técnicas de remediación son consideradas caras por el empresariado 
y, por lo tanto, poco implementadas; en algunos casos la remediación es aplicada en 
posiciones y tiempo incorrectos debido a la falta de conocimiento sobre la distribución 
espacial de agroquímico (Favero et al. 2007). Buscando mejorar la toma de decisiones al 
momento de la remediación ambiental, se ha incrementado el uso de modelos matemáticos del 
transporte de agroquímicos en el suelo (Aparicio et al. 2011). La toma de decisión también 
puede basarse de experimentos de laboratorio o de campo, pero las mismas se limitan al 
estudio de un número reducido de escenarios factibles. Además, sumado a la injustificable 
contaminación voluntaria del suelo que esto implica, los altos costos y gran cantidad de 
tiempo que insumen estos ejercicios, lo hacen inviable. En cambio, un modelo matemático 
permite predecir y calcular la movilidad del agroquímico en el suelo en diferentes escenarios 
medioambientales (Zhang et al. 2003). 
El suelo puede ser dividido verticalmente en dos grandes zonas (ver Figura 1) en función 
de la proporción en que el espacio vacío del suelo (poros) se encuentra lleno de agua, siendo 
zona saturada cuando todo el espacio vacío está lleno de agua y zona no saturada (también 
llamado, zona parcialmente saturada, zona de aireación o zona vadoza) cuando una parte del 
espacio vacío tiene agua y el resto está ocupado por aire (sistema trifásico compuesto por 
sólidos, líquidos y gases) (Bear et al. 2010). 
 
Figura 1: Representación esquemática de las zonas del suelo 
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Por mucho tiempo, los suelos saturados fueron estudiados ampliamente, debido a su 
implicancia crítica en ciertas obras de infraestructura y a la forma simple que toman los 
modelos para explicar su comportamiento, quedando relegado el estudio de suelos no 
saturados por la falta de interés y a lo complejo de los modelos necesarios para su estudio 
(Celia et al. 1990). Actualmente, considerando que gran parte de la actividad industrial se 
encuentra ubicada donde predominan suelos no saturados, es necesario avanzar en nuevos 
estudios de modelación matemática para entender su comportamiento (Alfaro et al. 2008). El 
primer paso para predecir y calcular la movilidad del agroquímico en suelo no saturado, es 
modelar el movimiento del agua en suelo.  
En este trabajo, el modelo matemático para el movimiento del agua en suelo, se construye 
a partir de la ecuación general del movimiento del agua en suelo; esta ecuación diferencial 
parcial es conocida con el nombre de Ecuación de Richards (Harter et al. 2011). La Ecuación 
de Richards expresa la variación del contenido de agua en función del tiempo y de la posición. 
El contenido de agua puede ser expresado como húmedad volumétrica   o como potencial 
matricial  , donde la relación entre ellos está dada por la Ec. (2). En este trabajo se utiliza 
potencial matricial ya que permite obtener una solución continua en la transición del régimen 
no saturado al saturado (Caviedes et al. 2013). 
 La Ecuación de Richards se resuelve numéricamente utilizando el Método de Diferencias 
Finitas y el modelo matemático desarrollado se valida en base a datos experimentales y otros 
modelos disponibles en la literatura. 
2 MODELO MATEMÁTICO Y ECUACIONES DE GOBIERNO 
La Ecuación de Richards en términos de potencial matricial con coordenada vertical que 
crece hacia arriba (Wendland et al. 2010), puede ser expresada unidimensionalmente como: 
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Donde            es la capacidad especifica del suelo [L
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],   es el potencial matricial [L],      es la conductividad hidráulica     
[LT
-1
],   es el tiempo [T], y   es la coordenada vertical [L]. 
Las condiciones iniciales y de contorno (condiciones de Dirichlet) utilizadas para la 
resolución de la Ec. (1) son: (z,0)          (z);  (0,t)     y  (-L,t)    , L     0. 
Para la resolución de la Ecuación de Richards es necesario especificar las relaciones 
constitutivas. En este trabajo se utilizan las ecuaciones de Mualem –van Genuchten (Caviedes 
et al. 2013): 
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],    es la conductividad 
hidráulica saturada [LT
-1
],   [L-1],  y   son parámetros de ajuste característicos de cada tipo 
de suelo. 
3 MODELO NUMÉRICO  
Para resolver numéricamente la Ec. (1) se utilizó un esquema de diferencias finitas 
implícito basado en un método de Crank-Nicolson modificado (Romano et al. 1998).  
El perfil del suelo fue discretizado en partes iguales de espesor    identificados por los 
nodos  , y un paso de tiempo variable    identificados por los superíndices   (ver Figura 2). 
                               
   
  
  

















    
      
   
   
 
    
    
 
   
    
  




        
   
   
 
  
      
 
   







Donde los subíndices    ,  , y       se refieren a la profundidad del suelo     ,  , 
      , respectivamente.  
 
Figura 2: Discretización del dominio 




   
  
    
 
       
  
    
     
  
 
   
  
    
  
       
  
  
       
  
      




   
  
    
 
       
  
    
     
  
 
   
  
    















   
  
    
 
       
  





   
  
    
  
       
  
  
       
  




   
  
    
 
       
  
    
   
Las ecuaciones para cada nodo de contorno (Dirichlet) son: 
   
                                           (9) 
   
                                           (10) 
Con las ecuaciones (8), (9) y (10) se obtiene un sistema tridiagonal de ecuaciones lineales: 
   (8) 
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Sobre el sistema de ecuaciones mencionado anteriormente se aplica el siguiente esquema 
de predictor/corrector: 
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En la etapa de predicción (Ec. (16)), las matrices    
   y    
   se resuelven con valores de 
potencial matricial en tiempo presente,   
 , obteniendo una solución en tiempo inmediato 
superior    
    . Esta solución ingresa nuevamente al sistema de ecuaciones para dar 
comienzo a la etapa de corrección (Ec. (17)), donde las matrices    
     y    
     se resuelven 
utilizando valores de potencial matricial en el tiempo inmediato superior   
   . Este proceso 
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4 IMPLEMENTACIÓN Y APLICACIONES 
Para la implementación del modelo desarrollado, se creó un código computacional propio 
utilizando el software Wolfram Mathematica 8.0. Las simulaciones fueron calculadas en una 
computara con procesador Intel® Core™ i3-2310 CPU@2.10GHz y 4 GB de memoria RAM.  
El modelo fue aplicado para simular dos tipos de suelo extraídos de la literatura y que se 
describen a continuación.  
La primera aplicación (Wendland et al. 2010; Celia et al. 1990) considera los siguientes 
parámetros del suelo para las ecuaciones de Mualem–van Genuchten:    3,35 m-1;    2; 












. La profundidad de la muestra 
de suelo es de 1 m y las condiciones iniciales y de contorno son:  (z,    0)  10 m,  1 
    0;  (   0,   )   0,75 m;    0 y  (   1,  )   10 m;    0. Representa un 
caso de infiltración de agua en una columna de suelo homogéneo, inicialmente seco.  
Una segunda aplicación de la literatura (Wendland et al. 2010) tiene los siguientes 













. La profundidad del experimento es de 0,70 m y las condiciones iniciales y de 
contorno son:  (z,    0)  0,686524 m;  0,70     0;  (   0,   )   0,062476 m; 
   0 y  (   1,  )   0,686524 m;    0. Además, esta aplicación posee valores 
experimentales recogidos por Miranda et al. (2005) para las mismas condiciones de contorno 
y dimensiones del dominio. 
5 CONVERGENCIA DEL MODELO 
Se simuló la posición del frente húmedo para tres horas con datos de la primera aplicación. 
Se obtuvieron dos familias de curvas fijando    y    alternativamente. Primero, se fijó     
    20 s para distintos valores de     3,33 cm; 1,66 cm; 0,83 cm; 0,55 cm y 0,42 cm                 
(ver Figura 3a). Luego, se fijó    1,66 cm para distintos valores de     30 s, 20 s, 10 s, 5 s y 
1 s (ver Figura 3b).  
  
Figura 3: Posición del frente húmedo para tres horas con datos de la primera aplicación. (a)     20 s. (b) 
   1,66 cm  
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Se observa que la forma del perfil de cantidad de agua es muy similar para los distintos 
valores de    y    utilizados, la mayor diferencia está en la zona de transición de potencial 
matricial alto a bajo, esta zona es conocida como zona de frente húmedo (ver Figura 3). La 
determinación precisa de la zona del frente húmedo y la cantidad de agua son relevantes para 
predecir el avance de los posibles contaminantes, por este motivo es la zona donde mayor 
énfasis se pone al momento de analizar la calidad del modelo.  
Para     20 s, se comparó el error relativo entre:     3,33 cm y     1,66 cm,     
1,66 cm y     0,83 cm,     0,83 cm y     0,55 cm;     0,55 cm y     0,42 cm. Se 
observó que el error relativo es máximo en la zona de frente húmedo  0,20     0,10  
(ver Figura 4a). Aunque en la primera comparación el error relativo máximo aumenta, en las 
siguientes comparaciones tiene tendencia a disminuir (ver Figura 4b).  
 
Figura 4: Comparación de error relativo para     20 s. (a) Error relativo en la zona de frente húmedo. (b) 
Comparación del error relativo máximo 
 
Figura 5: Comparación de error relativo para     1,66 cm. (a) Error relativo en la zona de frente húmedo. (b) 
Comparación del error relativo máximo 
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Para    1,66 cm, se comparó el error relativo entre:     30 s y     20 s,     20 s y 
    10 s,     10 s y     5 s;     5 s y     1 s. También, se observó que el error 
relativo es máximo en la zona de frente húmedo  0,20     0,10 (ver Figura 5a). En este 
caso, se observó, que el error relativo siempre tiene tendencia a disminuir (ver Figura 5b).  
Los resultados obtenidos permiten decir que el modelo matemático desarrollado es 
convergente, dado que el error relativo disminuye en sucesivas aproximaciones hacia los 
valores esperados. Los errores de las mallas más gruesas se pueden explicar debido a la poca 
precisión espacial que se tiene en esos casos, de ahí los mayores errores encontrados en las 
comparaciones, esto no ocurrió en el caso del análisis de la influencia de   . 
6 VALIDACIÓN DEL MODELO 
Se simuló el perfil de cantidad de agua y se encontró la posición del frente húmedo para 24 
horas usando los parámetros de la primera aplicación.  
Se obtuvieron las curvas para tres casos: i)     50 s y     1,66 cm; ii)     50 s y      
0,83 cm; iii)     5 s y     0,42 cm y se comparó con los resultados de los modelos 
obtenidos por Celia et al. (1990) (ver Figura 6a). Se observó el menor error relativo para el 
caso iii, siendo elegido para el modelo propuesto (ver Figura 6b). 
 
Figura 6: Perfil de cantidad de agua para 24 horas con datos de la primera aplicación. (a) Curvas para tres casos 
de comparación y resultados obtenidos por Celia et al. (1990). (b) Comparación del error relativo  
El perfil de cantidad de agua para     5s y     0,42 cm se comparó con resultados 
obtenidos por Celia et al. (1990) (ver Figura 7a) y con resultados obtenidos por Wendland et 
al. (2010) (ver Figura 7b). 
 Se observó que el error relativo en la comparación del modelo propuesto con el modelo de 
Celia et al. (1990) es menor que el error relativo obtenido al comparar con el modelo de 
Wendland et al. (2010). En ambos casos, el error relativo máximo se presentó en la zona del 
frente húmedo  0,60 m     0,50 m (ver Figura 7c). 
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Figura 7: Perfil de cantidad de agua para 24 horas con datos de la primera aplicación (    5 s y     0,42 cm). 
Comparación con (a) Celia et al. (1990) y (b) Wendland et al. (2010). (c) Error relativo en la comparación con 
Celia et al. (1990) y Wendland et al. (2010). 
También, se simuló utilizando los parámetros del suelo de la segunda aplicación, en este 
caso se obtuvo el perfil de cantidad de agua para 1,75 horas con datos de la segunda 
aplicación. Se obtuvo la familia de curvas fijando     1 s para distintos valores de     0,58 
cm, 0,38 cm, 0,29 cm, 0,23 cm, 0,19 cm y 0,17 cm. Se muestra en primer lugar la 
comparación con los resultados del modelo obtenido por Wendland et al. 2010                   
(ver Figura 8a), y luego con los valores experimentales obtenidos por Miranda et al. (2005) 
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(ver Figura 9). Se verificó que el error relativo máximo se produce en la zona de frente 
húmedo  0,345 m     0,335 m (ver Figura 8b). También, se comprobó que el error 
relativo máximo disminuye conforme    es menor. Contrariamente, el tiempo de CPU en 













Figura 8: (a) Perfil de cantidad de agua para 1,75 horas con datos de la segunda aplicación (    1 s para 
distintos valores de     (b) Error relativo máximo para distintos valores de   . (c) Tiempo de CPU y error 
relativo máximo para diferentes valores de    
Se simuló el perfil de cantidad de agua para 1,75 horas con datos de la segunda aplicación. 
Utilizando     1 s y     0,17 cm se expresó la cantidad de agua de dos formas, una 
relaciona profundidad y potencial matricial (ver Figura 9a); y la otra, profundidad y humedad 
volumétrica (ver Figura 9b). Ambas se compararon con resultados experimentales de Miranda 
et al. (2005).  
(a) 
J.L. MARTINEZ, C.E. SCHVEZOV, M.R. ROSENBERGER2788
Copyright © 2013 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar
Al comparar los experimentos de Miranda et al. (2005) con la curva que relaciona 
profundidad y potencial matricial, se verificó que el error relativo tiene valores diferentes para 
cada experimento (ver Figura 10a). Al comparar con la curva que relaciona profundidad y 
humedad volumétrica, se observó valores similares entre los experimentos y mayores que los 
calculados con potencial matricial (ver Figura 10b). Ambos muestran el error relativo máximo 
en la región del frente húmedo  0,40 m     0,30 m. 
En la comparación anterior, se comprueba que los valores de error relativo pueden ser 
diferentes dependiendo si son calculados en términos de potencial matricial o humedad 
volumétrica. Por tanto, es necesario considerar este aspecto al momento de analizar errores y 











Figura 9: Perfil de cantidad de agua para 1,75 horas con datos de la segunda aplicación. (a) Curva que relaciona 









Figura 10: Comparación con resultados experimentales de Miranda et al. (2005). (a) Comparación con la curva 
que relaciona profundidad y potencial matricial. (b) Comparación con la curva que relaciona profundidad y 
humedad volumétrica.  
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A partir del perfil de cantidad de agua para 1,75 horas con datos de la segunda aplicación, 
utilizando     1 s,     0,17 cm, se implementó un procedimiento para promediar los 
resultados de la siguiente manera:   
    
 
      
              
 
    
 
                                                                    
En este promedio pesado del potencial matricial se dan mayor peso a los valores del 
potencial centrados en la posición i-ésima considerada, en cambio, para los valores de i 
cercanos a los contornos se conservan los valores sin promediar.  
 Figura 11: (a) Perfil de cantidad de agua para 1,75 horas con datos de la segunda 
aplicación, utilizando promedio pesado del potencial matricial. Comparación con dos de los 
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Se grafican los resultados del modelo promediado para tres valores de  : 0, 5 y 10, estos se 
comparan con los resultados experimentales de Miranda et al. (2005) (ver Figura 11a), se 
observó que el error relativo máximo contra uno de los experimentos siempre disminuye 
conforme aumenta  , en cambio, comparado con el otro, el error relativo máximo toma un 
valor mínimo a un cierto valor de   (ver Figura 11b). 
Se observó que aislando la zona de frente húmedo  0,40 m     0,30 m, para ambos 
experimentos, el error relativo máximo siempre disminuye al aumentar  . Se comprobó 
obteniendo las familias de curvas para ambos experimentos, fijando     1 s para distintos 
valores de     0,58 cm, 0,38 cm, 0,29 cm, 0,23 cm, 0,19 cm; 0,17 cm (ver Figura 11c y 11d).  
Se obtuvieron valores de productos de   por    para distintos errores relativos y distintos 
  . En ambos experimentos, se observó similitud en los valores de este producto para     
0,23 cm, 0,19 cm y 0,17 cm (ver Tabla 1). Por lo tanto, puede ser considerado una forma de 
mejorar los modelos particularmente para la zona del frente húmedo. El valor de   por    
podría estar relacionado con el tipo de suelo o con algún aspecto de tipo experimental al 
momento de tomar las muestras. Al respecto debe analizarse más para poder hacer una 
generalización más fuerte.  
El mismo tipo de promedio ponderado se utilizó en la primera aplicación para una 
simulación de 24 horas, utilizando     5 s,     0,42 cm. Al comparar con los resultados de 
Celia et al. (1990) y con Wendland et al. (2010), fuera (ver Figura 12a) y dentro                 
(ver Figura 12b) de la zona de frente húmedo  0,58 m     0,52 m, se observó el mismo 
comportamiento: (i) el error relativo máximo disminuye hasta cierto valor de   y luego 
aumenta, (ii) el error relativo máximo se presenta en distintas profundidades                       
(ver Figura 12c y 12d). Comparando con los resultados de Celia et al. (1990) se verificó una 
situación opuesta en la zona  0,55 m     0,50 m: el error relativo aumenta cuando 
aumenta valor de  . 
El resultado obtenido es similar, en algunos aspectos, al obtenido con la segunda 
aplicación. La similitud se observa en que la diferencia con los valores de referencia (en este 
caso dos modelos) va disminuyendo a medida que aumenta  , hasta alcanzar un valor 
mínimo, y luego la diferencia (error) aumenta nuevamente.  
 
 
Tabla 1: Valores de los productos de   por    (cm) para distintos errores relativos y distintos   . (a) Valores 
comparando con el experimento 1. (b) Valores comparando con el experimento 2. 
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 Figura 12: Comparación con los resultados de Celia et al. (1990) y con Wendland et al. (2010), fuera (a) y 
dentro (b) de la zona de frente húmedo. Distribución del error relativo (c) en comparación con Celia et al. (1990) 
y (d) en comparación con Wendland et al. (2010) 
7 CONCLUSIONES 
La resolución numérica de la Ecuación de Richards utilizando un esquema de diferencias 
finitas implícito basado en el método de Crank-Nicolson y aplicando un esquema de 
predictor/corrector, predice con buen desempeño el perfil del potencial matricial   (y su 
equivalente perfil de la humedad volumétrica  ) en la zona no saturada del suelo. 
Los resultados obtenidos permiten decir que el modelo matemático desarrollado es 
convergente. 
La solución obtenida con los datos de la primera y segunda aplicación presentan buena 
aproximación con los modelos propuesto por: Celia et al. (1990), Miranda et al. (2005) y 
Wendland et al. (2010). Siendo la zona de frente húmedo, el rango de profundidad con mayor 
error relativo. Es posible soluciones con menor el error relativo, cuando los cálculos se 
realizan con promedio pesado del potencial matricial empleando un determinado valor de 
veces   . 
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